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Matemáticas: Análisis y Enfoques
Nivel Superior
Prueba 3

Instrucciones para el alumnado

	y No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.
	y En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla gráfica.
	y Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.
	y Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberán ser 

exactas o aproximadas con tres cifras significativas.
	y Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de fórmulas de Matemáticas: 

Análisis y Enfoques NS para esta prueba.
	y La puntuación máxima para esta prueba de examen es [55 puntos].
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Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Por favor comience cada 
pregunta en una página nueva. No se otorgará necesariamente la máxima puntuación a una respuesta 
correcta que no esté acompañada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en 
un procedimiento y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla 
gráfica, deberá reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtención; por ejemplo, si se 
utiliza un gráfico para hallar una solución, se deberá dibujar aproximadamente el mismo como parte de 
la respuesta. Aun cuando una respuesta sea errónea, podrán otorgarse algunos puntos si el método 
empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el 
procedimiento seguido. 

1.	 [Puntuación máxima: 26]

En esta pregunta le pedimos que explore un juego de azar.

Este juego de azar consiste en intentar ganar caramelos de una cesta pasando una serie de 
rondas. Las reglas del juego son las siguientes:

•	 El jugador empieza el juego con, al menos, un caramelo.

•	 Al inicio de cada ronda, el jugador hace girar una ruleta. 

•	 Si en la ruleta sale “gana”, el jugador gana un caramelo de la cesta; en caso contrario, 
tiene que devolver un caramelo a la cesta.

•	 El juego continúa hasta que el jugador haya ganado todos los caramelos o hasta que al 
jugador ya no le quede ningún caramelo.

Considere inicialmente el caso en el que, en total, hay tres caramelos en el juego. 

Fiona empieza el juego teniendo un caramelo; en la cesta hay dos caramelos que puede ganar. 

La probabilidad de obtener un “gana” en una ronda cualquiera es 
1
4

 y es independiente de 
lo obtenido en cualquier otro giro de la ruleta.

(Esta pregunta continúa en la página siguiente)
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Véase al dorso

(Pregunta 1: continuación)

En la siguiente figura se muestra el número de caramelos que Fiona puede tener al inicio de 
cada ronda y los posibles resultados de las rondas iniciales.
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b
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3
4

Inicio de la
ronda 1

Inicio de la
ronda 2

Inicio de la
ronda 3

Inicio de la
ronda 4

Inicio de la
ronda 5

Número de caramelos

Si Fiona gana la ronda  1 , tendrá exactamente dos caramelos al inicio de la ronda  2 .

Si pierde la ronda  1 , no le quedará ningún caramelo al inicio de la ronda  2  y el juego 
terminará ahí.

La probabilidad de que Fiona tenga exactamente un caramelo al inicio de la ronda  3  es  a  y 
la probabilidad de que tenga tres caramelos al inicio de la ronda  5  es  b .

(a)	 (i)	 Muestre que a =
3
16

.� [1]

(ii)	 Halle el valor de  b .� [2]

Al inicio de la ronda  5 , Fiona tiene exactamente un caramelo. 

(b)	 Escriba la probabilidad de que siga teniendo un caramelo al cabo de dos rondas más. � [2]

(Esta pregunta continúa en la página siguiente)
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(Pregunta 1: continuación)

Considere ahora el caso en el que, en total, hay  w  caramelos en el juego. 

Sea  Rn  la probabilidad de que Fiona acabe teniendo los  w  caramelos, cuando inicia una 
ronda teniendo  n  caramelos. 

Si Fiona acaba una ronda sin ningún caramelo,  n = 0 , la probabilidad de que acabe 
teniendo todos los caramelos  (R0)  es cero y el juego termina ahí.

Para  n > 0 , si Fiona gana la siguiente ronda, tendrá  n + 1  caramelos y la probabilidad de 
que acabe teniendo los  w  caramelos es ahora  Rn + 1 . 

De modo similar, si Fiona pierde la siguiente ronda, tendrá  n - 1  caramelos y la probabilidad 
de que acabe teniendo los  w  caramelos es ahora  Rn - 1 .

La probabilidad de que en la ruleta salga “gana” es ahora  p , donde  0 < p < 1 , y la 
probabilidad de que salga “no gana” es  q , donde  q = 1 - p  y  p ≠ q .

Al inicio de cada ronda,  Rn  viene dada por

Rn = qRn - 1 + pRn + 1 , donde  n > 0 .

Considere el caso en el que  w = 4  y p =
1
4

.

(c)	 Escriba una expresión que dé  R2  en función de  R1  y  R3 .� [1]

(d)	 Se sabe que cuando Fiona inicia una ronda con exactamente un caramelo, la 
probabilidad de que gane el juego es  R1 = 0,025 . Cuando Fiona inicia una ronda con 
exactamente tres caramelos, la probabilidad de que gane el juego es  R3 = 0,325 .

Halle el valor de  R2 .� [2]

(Esta pregunta continúa en la página siguiente)
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Véase al dorso

(Pregunta 1: continuación)

Para los siguientes apartados de esta pregunta, considere el caso en el que, en total, 
hay  w  caramelos en el juego y la probabilidad de que en la ruleta salga “gana” es  p .

(e)	 Expresando  Rn  como  ( p + q)Rn , muestre que R R q
p
R Rn n n n� �� � �� �1 1 .� [2]

(f)	 (i)	 A partir de lo anterior, halle una expresión para  R2 − R1  en función de  p ,  q  y  R1 .� [1]

(ii)	 Muestre que R R q
p

R3 2

2

1� �
�

�
�

�

�
� .� [2]

(iii)	 Deduzca una expresión para  Rn − Rn−1  en función de  n ,  p ,  q  y  R1 .� [1]

(g)	 (i)	� Considerando  (R2 − R1) + (R3 − R2) + (R4 − R3) + … + (Rn − Rn−1) , o de cualquier 
otro modo alternativo, muestre que
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1

12

1 ... .� [4]

(ii)	 A partir de lo anterior, y sabiendo que R

q
p
q
p

w1

1

1
�

�

�
�

�
�

�

�
�

, 

muestre que R

q
p

q
p

n

n

w�
�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

1

1
.� [4]

Ahora hay un gran número de caramelos en el juego. 

Fiona inicia el juego con  m  caramelos, donde  p = 0,495 .

Una vez que haya obtenido  10  caramelos adicionales, ya tendrá todos los caramelos y el 
juego terminará ahí.

(h)	 Determine el valor mínimo de  m  con el que Fiona tiene, al menos, un  80 %  de 
probabilidades de ganar  10  caramelos adicionales.� [4]



– 6 – 2226 – 5062

2.	 [Puntuación máximas: 29] 

En esta pregunta le pedimos que explore la relación que existe entre los números 
complejos y un ortoedro (cuboide) cuyas dimensiones y diagonal interior son todas 
longitudes enteras. Un ortoedro así se denomina “caja pitagórica”.

Una caja pitagórica, que abreviaremos como  CP (u , v , w , t ) , es un ortoedro de 
dimensiones  u × v × w  y una diagonal interior de longitud  t , donde  u , v , w , t ∈ + .  
Toda esta información se representa en la siguiente figura.

la figura no está dibujada a escala

u

w

v

t

(a)	 Para el caso en el que  u = 9 ,  v = 2  y  w = 6 , halle el valor de  t .� [2]

Los números complejos  z1  y  z2  se utilizan para generar una caja pitagórica,  CP (u , v , w , t ) , si:

u = 2 Re (z1z2*) ,  v = 2 Im (z1z2*) ,  w = | z1 |2 - | z2 |2  y  t = | z1 |2 + | z2 |2 , donde  u , v , w , t ∈ + .

Por el contrario, para cualquier caja pitagórica  CP (u , v , w , t ) , existen dos números 
complejos  z1  y  z2  que satisfacen las anteriores definiciones de  u , v , w  y  t .

Considere dos números complejos  z1 = a + bi  y  z2 = c + di , donde  a , b , c , d ∈ + .

(b)	 (i)	 Halle una expresión para  z1z2*  en función de  a , b , c  y  d .� [2]

(ii)	 A partir de lo anterior, halle una expresión para  v  en función de  a , b , c  y  d .� [1]

(c)	 Considere el caso en el que  z1 = 3 + 7i  y  z2 = c + 6i  se utilizan para generar una 
caja pitagórica.

(i)	 Muestre que  v = 14c - 36 .� [1]

(ii)	 Muestre que los únicos valores posibles de  c  son  3  y  4 .� [4]

(iii)	 Para  c = 4 , halle los valores de  u , v , w  y  t .� [5]

(Esta pregunta continúa en la página siguiente)
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(Pregunta 2: continuación)

Existen tres cajas pitagóricas que tienen una diagonal interior de longitud  23 . 

(d)	 Sabiendo que  23 = 12 + 22 + 32 + 32 , determine las dimensiones de una de estas  
cajas pitagóricas.� [6]

Las dimensiones y la diagonal interior de la caja pitagórica,  CP (u , v , w , t ) , se pueden 

utilizar para generar un número complejo  z  tal que z u v
t w

�
�
�

i
.

Considere la caja pitagórica  CP (26 , 38 , 43 , 63) .

(e)	 Muestre que para esta caja pitagórica z � �13 19
10

i
.� [1]

Este número complejo  z  se puede escribir también como 
z
z
1

2

, donde  z1  y  z2  generan la 
caja pitagórica  CP (26 , 38 , 43 , 63) . 

Se sabe que 
z
z
1

2

 se puede expresar como 
z
z
z1 2

2
2

*

.

(f)	 (i)	 Considerando  t − w , muestre que  c2 + d 2 = 10 .� [2]

(ii)	 A partir de lo anterior, y sabiendo que  c > d , halle  z1  y  z2 .� [5]

�
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